
3. (IMO Shortlist)  
ចូរកណំត់្រគប់អនគុមន ៍݂: ℕ∗ → ℕ∗ ែដលចំេពះ្រគប់ ݉, ݊ ∈ ℕ∗ : ݂൫݂(݊) + ݂(݉)൯ = ݊ + ݉ 

 

ចេម្លើយ 
េយើងនងឹបង្ហ ញថ ݂ ជអនវុត្តន្៍របកន់ មននយ័ថចំេពះ្រគប់ ݉ ≠ ݊ េយើងមន ݂(݉) ≠ ݂(݊) ។ សនមតផទយុថ មន ݉ ≠ ݊ ែដល ݂(݉) = ݂(݊) ។ ដេូចនះ ݂൫݂(݊) + ݂(݉)൯ = ݊ + ݉ ݂൫݂(݊) + ݂(݉)൯ = ݂൫݂(݊) + ݂(݊)൯ = ݊ + ݊ ⟹ ݊ = ݉  
មិនពតិ។  
ចំេពះ្រគប់ចំននួគត់ ݊ ≥ 1 េយើងមន ݂൫݂(݊) + ݂(݊)൯ = 2݊ នងិ ݂൫݂(݊ + 1) + ݂(݊ − 1)൯ = (݊ + 1) +(݊ − 1) = 2݊ ែដរ។ េƽយ ݂ ជអនវុត្តន្៍របកន់ ដេូចនះ ݂(݊) + ݂(݊) = ݂(݊ + 1) + ݂(݊ − 1) ។ េយើងទញបន ݂(݊ + 1) − ݂(݊) = ݂(݊) − ݂(݊ − 1) ݊ = 2 : ݂(3) − ݂(2) = ݂(2) − ݂(1) ݊ = 3 : ݂(4) − ݂(3) = ݂(3) − ݂(2) …  ݊ = ݇ − 1 : ݂(݇) − ݂(݇ − 1) = ݂(݇ − 1) − ݂(݇ − 2) 
បូកសមភពទងំេនះបញចូលគន  េយើងទញបន ݂(݇) = ݂(݇ − 1) − ݂(1) + ݂(2) ݇ = 2 : ݂(2) = ݂(1) + ሾ݂(2) − ݂(1)ሿ ݇ = 3 : ݂(3) = ݂(2) + ሾ݂(2) − ݂(1)ሿ …  ݇ = ݊ : ݂(݊) = ݂(݊ − 1) + ሾ݂(2) − ݂(1)ሿ 
បូកសមភពទងំេនះបញចូលគន  េយើងទញបន ݂(݊) = ݂(1) + (݊ − 1)ሾ݂(2) − ݂(1)ሿ = ሾ݂(2) − ݂(1)ሿ݊ + 2݂(1) − ݂(2) = ܽ݊ + ܾ 
ែដល ܽ = ݂(2) − ݂(1); ܾ = 2݂(1) − ݂(2) ។ 
ដេូចនះ ݂൫݂(݊) + ݂(݊)൯ ≡ 2݊ ⟺   ܽሾ2݂(݊)ሿ + ܾ ≡ 2݊ ⟺ 2ܽሾܽ݊ + ܾሿ + ܾ ≡ 2݊ ⟺ 2ܽଶ݊ + 2ܾܽ + ܾ ≡ 2݊ 
ែដលពតិចំេពះ្រគប់ ݊ ។ ដេូចនះ ൜ ܽଶ = 12ܾܽ + ܾ = 0  ⟹ ܽ = ±1, ܾ = 0 
េយើងមិនយកករណី ܽ = −1 េទ េ្រពះ ݂(݊) = −݊ េនះ ݂(݊) ∉ ℕ∗ ។ ដេូចនះ ݂(݊) = ݊ ។ 
 
 
 
 
 


